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VARBUTIBU TEORIJAS ELEMENTI

VARBUTIBU TEORIJAS

ELEMENTI

TEMATA APRAKSTS

Varbitibu teorijas elementu (ka ari matematiskas statistikas un kombinatorikas)
ieklausana skolas matematikas kursa ir pasaulé visparatzits matematikas kursa satu-
ra modernizacijas virziens. Varbutibu teorijas elementi sniedz lielisku iespéju izprast
matematiku ne tikai ka formalu faktu, likumu un algoritmu krajumu, bet ari ka ins-
trumentu ikdienas problému izvértéSanai un risinasanai, ka ari notiekoso procesu
un pasaules uzbuves varbutisko aspektu novérté$anai, pieméram, fizika — elektrona
vietu atoma nevar noteikt precizi, bet tikai ar noteiktu varbatibu, biologija — iedzim-
tibas faktoru analize.

Pamatskola skoléni ir apguvusi klasisko varbutibas definiciju, kuru spé&j izmantot
vienkars$ako uzdevumu risinasanai. Skoléniem zinami kopu teorijas pamatjédzieni:
kopas elements, apakskopa, kopu apvienojums, $kélums un starpiba, to attélojums
ar Venna diagrammam.

Svarigakie jédzieni varbutibu elementu apguvé ir: gadijuma meéginajums, noti-
kums, iznakumu kopa, neatkarigi un atkarigi notikumi, savienojami un nesavienoju-
mi notikumi.

Saja temata tiek nostiprinatas kombinatoriskas domasanas prasmes, nosakot no-
tikumam labvéligo un visu iespéjamo iznakumu skaitu. Skoléni macas saskatit ana-
logijas starp kopu teorijas pamatjédzieniem un darbibam ar notikumiem, rékinot
notikuma varbutibu ar klasisko, geometrisko vai statistisko metodi.

Macibu procesu nepieciesams virzit ta, lai skoléni pétnieciska cela izvértétu un
prastu pamatot varbutibu aprékinasanas iespéjas ar dazadam metodém un lai sa-
skatitu varbiitibu teorijas lietojamibas iespéjas ikdiena. Saja temata var labi pilnvei-
dot prasmi interpretét tekstu vai citu informacijas avotu (attélu, datorsimulaciju)
ka matematisku modeli, izmantojot daudzveidigus uzdevumus no dazadam cilvéeka
darbibas jomam.




VARBUTIBU TEORIJAS

ELEMENTI

MATEMATIKA 11. klase

CELVEDIS

Galvenie skolenam sasniedzamie rezultati

STANDARTA

Izprot kombinatorikas, varbitibu
teorijas un statistikas jédzienus, lieto
tos, raksturojot datus un procesus.

Aprékina elementu kopas izlasu skaitu,
lietojot kombinatoriskos saskaitisanas un
reizinasanas likumus vai/un piemérotus
aprékinasanas algoritmus, notikumu
varbutibu, datu statistiskos raksturlielumus.

Formulé, argumenté, pamato viedokli
(tai skaita — matematiskas sakaribas,
faktus, sava darba rezultatus).

Apzinas matematikas zinasanu un
prasmju nozimi ikdienas dzivé, apgustot
dabas un socialas zinatnes, talakizglitiba
un turpmakaja profesionalaja darbiba.

PROGRAMMA

Izprot jedzienus: gadijuma
méginajums, iznakumu kopa,
notikums, pretéjais notikums; atskir
drosus un neiespéjamus notikumus,
savienojamus un nesavienojamus
notikumus, neatkarigus un atkarigus
notikumus.

Aprékina varbatibu gadijuma notikumiem,
izmantojot varbutibu aprékinasanas klasisko,
geometrisko vai statistisko metodi.

Aprékina notikumu summas varbutibu,
neatkarigu notikumu reizinajuma varbtibu.

Izsaka un pamato viedokli par varbatibu
teorijas pielietojamibas iespéjam ikdiena.

Izprot varbutibu teorijas lietojumu fizika,
spélu teorija, apdrosinasanas prakse,
genétika u.c.

STUNDA

Demonstrésana.

VM. Gliemezvaki —normalsadalijums.
VM. Monétu mesana.

VM. Metamais kaulins.

KD. Varbutibu teorijas jédzieni.

Situacijas izspéle. Uzdevumu risinasana.
SP. Varbatibas aprékinasanas geometriska
metode.

VM. Diofanta adatas.

Izpéte.
LD. Izloze.

Demonstrésana.

VM. GliemeZvaki — normalsadalijums.
VM. Monétu mesana.

VM. Metamais kaulins.

VM. Laimes piramida.




VARBUTIBU TEORIJAS ELEMENTI

UZDEVUMU PIEMERI

Sasniedzamais rezultats ‘ | ‘ 1l ‘ 1]

Izprot jédzienus:
gadijuma meginajums,
iznakumu kopa,
notikums, pretéjais
notikums; atskir droSus
un neiespéjamus
notikumus,
savienojamus un
nesavienojamus
notikumus, neatkarigus

un atkarigus notikumus.

1. Groza ir piecas vienadas bumbinas, kas
sanumurétas ar skaitliem no 1 lidz 5. Sastadi
iznakumu kopu méginajumam “iznemt
no groza divas bumbinas un sareizinat to
numurus”!

2. Méginajuma “spélu kaulinu mesana”
apskatisim $adus notikumus:
notikums A - “punktu skaits ir para skaitlis’,
notikums B —“punktu skaits ir lielaks neka 3"
Vai notikumi A un B ir savienojami?

3. Apskatam méginajumu “met divus spélu
kaulinus”. Sastadi dota méginajuma iznakumu
kopu!

1. Apskatam méginajumu “reizé met divus spélu
kaulinus”. Uzraksti:

a) drosu notikumu,

b) neiespéjamu notikumu,

¢) divus nesavienojamus notikumus,
d) divus savienojamus notikumus!

2. Urna atrodas 3 baltas un 2 melnas bumbinas.
Méginajums ir “vienu péc otras iznemt no
urnas divas bumbinas”. Apskatisim 3adus
notikumus:
notikums A —“pirmo iznemt baltu bumbinu’,
notikums B - “otro iznemt melnu bumbinu”.

Tiek nemtas bumbinas un pierakstita to krasa.
Nosaki, vai notikumi ir atkarigi vai neatkarigi, ja:

a) pirmo bumbinu liek atpakal,

b) pirmo bumbinu neliek atpakal!

1.Tu jau zini vairakus gadijuma méginajumus.
Pieméram, monétas mesana, spélu kaulina
mesana, lodites vilksana no urnas. Uzraksti
vél vismaz tris citus gadijuma méginajumu
piemerus! Apraksti S0 méginajumu iznakumu
kopu!

2.Trauka ir 5 baltas bumbinas un 7 melnas
bumbinas. Méginajums ir 3 bumbinu
izvilksana, pienemot, ka izvilkt jebkuru no
bumbinam ir vienadi iespéjams notikums.
Nosaki dotajiem notikumiem pretéjo
notikumu!

a) “Janis izvilka 3 melnas bumbinas”.

b) “Janis izvilka 1 baltu un 2 melnas
bumbinas”.

c) “Janis izvilka vismaz 1 baltu bumbinu”.

Aprékina varbutibu
gadijuma notikumiem,
izmantojot varbutibu
aprékinasanas klasisko,
geometrisko vai
statistisko metodi.

1. Spélu kaulinu met vienu reizi. Kada ir
varbdtiba, ka uzmestais punktu skaits uz ta
augséjas skaldnes bus nepara skaitlis?

2. Mezsargs, veicot apgaitu, konstatéja, ka kada
meza sektora pilnigi veselo koku skaits ir 49.
To relativais biezums ir 0,7. Nosaki novértéto
koku kopskaitu!

3. Apskatam méginajumu “met divus spélu
kaulinus”. Aprékini varbatibu notikumam, ka
uz abu kaulinu augs$éjam skaldném uzkritusi
skaitli, kuru summair 5:

a) izmantojot varbutibu aprékinasanas
statistisko metodi, izmantojot 500
méginajumos iegltos datus ar
datorsimulacijas palidzibu
(M_11_UP_03_VM3),

b) izmantojot varbatibu aprékinasanas
klasisko metodi!

—_

. Telefona linijas garums zem zemes ir 50 m.
Linija ir partrakusi. Kada ir varbutiba, ka:

¢) partrakums noticis videja tresdala,

d) parravums noticis ne talak ka 10 m
attaluma no gala?

2. Rinki, kura radiuss ir R, ievilkts regulars
trijstaris. Aprékini varbatibu notikumam, ka uz
labu laimi izvéléts punkts atrodas regularaja
trijstar!

3. Kvadrata, kura virsotnes ir (0;0), (1;0), (0;1)
un (1;1), uzlabu laimi izvélas punktu (x;y).
Kada ir varbutiba, ka Sis punkts atrodas
kvadrata dala, ko ierobezo x ass un funkcijas
y=2x grafiks?

Tiek mesti divi spélu kaulini. Uzraksti pieméru
notikumam A, ja zinama notikuma A varbatibal!




VARBUTIBU TEORIJAS

ELEMENTI

Sasniedzamais rezultats ‘ |

Veicot darbibas ar
notikumiem, lieto kopu
teorijas pamatjedzienus:
apvienojums (summa),
Skélums (reizinajums),
starpiba - un attélo tos
ar Venna diagrammam.

1. Ko sauc par notikumu A un B apvienojumu
un ko sauc par notikumu A un B $kélumu?
Atbildes ilustré ar Venna diagrammam!

2. Doti notikumi: A - “metot spélu kaulinu,
uzmestais skaitlis dalas ar 3" un B - “metot
spélu kaulinu, uzmestais skaitlis ir para
skaitlis” Nosaki:

a) notikuma AN B labvéligo iznakumu kopu;
b) notikuma AUB labvéligo iznakumu kopu!
2. Doti notikumi A, B, C (skat. zim.). Zim&jumos

attélo (iekrasojot atbilsto3as kopas)
notikumus: B, AuB, AnC, AnBNC, A\B!

B

1. Doti notikumi: A - “metot spélu kaulinu, ir
uzmests nepara skaits punktu’, B - “metot
spélu kaulinu, uzmesti ne vairak ka 2 punkti’,
C-"metot spé|u kaulinu, nav uzmesti tiesi 5
punkti”. Apraksti notikumus: AUB, AnB, C\A,
Q?

2. Dala no klases skoléniem nodarbojas ar
sportu, dala dzied kori, bet dazi nodarbojas
gan ar sportu, gan dzied kori. Péc zimé&juma
nosaki, ko nozimé notikumi 1, 2, 3 un 4?

4
Sports

Koris

MATEMATIKA 11. klase

Apskatam méginajumu “met divus spélu
kaulinus”. Ja iespéjams, uzraksti piemérus
tadiem nesavienojamiem notikumiem A un B,
ka:

a) p(AUB)== un p(AnB)=

N —
| =

b) p(AUB)=1 un p(ANB)= %
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Sasniedzamais rezultats ‘ |

Aprékina notikumu
summas varbiutibu,
neatkarigu notikumu
reizinajuma varbitibu.

1. Kadiem notikumiem A un B ir spéka formula
P(AUB)=P(A)+P(B)?

2. Mérkis sastav no 3 koncentriskiem rinkiem,
kas to sadala tris dalas. Varbatiba notikumam,
ka Sautrina trapa mérka vidéja rinki, ir 0,2,
varbutiba notikumam, ka Sautrina trapa mérka

ka Sautrina trapa mérka aréja josla, ir 0,1.

a) Vai apskatitie tris notikumi ir savienojami
vai nesavienojami?

b) Kada ir varbatiba, ka Sautrinu trapis mérki?

¢) Kada ir varbutiba, ka Sautrinu netrapis
mérki?

1. Katra no 3 karbam atrodas 10 vienadas
detalas. Pirmaja karba ir 8 labas kvalitates
detalas, otraja - 7, tre3aja - 9. No katras karbas
uz labu laimi panem vienu detalu. Kada ir
varbutiba, ka visas tris bis labas kvalitates
detalas?

2. Atsatitais rékins nejausi tika sabojats un
izskatijas sadi: Ls 2*,*5. Kada ir varbuatiba, ka
rékina otra cipara vieta ierakstot 6, bet tresa
cipara vieta 7, maksatajs bas pareizi restauréjis
rékinu, ja vin$ atceréjas tikai to, ka visi cipari ir
dazadi?

1. Kada skola 25 % no skoléniem apmeklé
kadu no sporta sekcijam, 30 % skolénu
piedalas kada no makslinieciskas pasdarbibas
kolektiviem, bet 10 % gan sporto, gan
piedalas makslinieciskaja pasdarbiba. Nosaki
varbatibu, ka nejausi izvéléts is skolas skoléns
vai nu sporto, vai piedalas makslinieciskaja
pasdarbiba:

a) izmantojot varbutibu saskaitisanas
teoremu,

b) izmantojot darbibas ar kopam!

2. Groza atrodas 1 melna un 4 baltas bumbinas.

a) Neskatoties vienu péc otras no groza
iznem divas bumbinas (pirma netiek likta
atpakal). Nosaki iznakumu kopu un apréekini
iznakumu kopas elementu varbutibas! Vai
notikumi“pirma ir balta” un “otra ir balta” ir
neatkarigi?

b) Neskatoties vienu péc otras no groza iznem
divas bumbinas (konstatéjot pirmas krasu
to atliek atpakal). Nosaki iznakumu kopu
un aprékini iznakumu kopas elementu
varbdtibas! Vai notikumi“pirma ir balta” un
“otra ir balta” ir neatkarigi?

Neskatoties no groza reizé iznem divas
bumbinas. Nosaki iznakumu kopu un
aprékini iznakumu kopas elementu
varbdtibas!

n
—
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Sasniedzamais rezultats ‘ |

Izmanto kombinatorikas
elementus notikumam
labveligo iznakumu
skaita un visu iespéjamo
iznakumu skaita
aprékinasana.

1. Aploksné atrodas 10 dazadas fotokartites. Uz
labu laimi iznéma 3 kartites. Kada ir varbatiba,
ka starp tam atradisies mekleta?

2. Uz katras no sesam vienadam kartitém
uzrakstits viens no burtiem P, A, R, S, L un A.
Kartites vispirms sajauktas un péc tam uz labu
laimi saliktas rinda. Cik dazadus “vardus” var
iegut? Kada ir varbutiba iegut vardu PARSLA?

1. Kada varbatiba, ka pirmas garambraucosas
automasinas cetrciparu numura pirmie divi
Cipari ir vienadi?

2. Doti Cetri nogriezni, kuru garumiir 2,5, 6 un
10 garuma vienibas. Uz labu laimi izvélas tris
nogrieznus. Kada varbtiba, ka no tiem var
konstruét trijstari?

3. Studentu grupa ir 8 studenti, no kuriem 5
ir meitenes un 3 zéni. Lozéjot izvélas divus
studentus, kurus jasuta uz konferenci. Kada
varbutiba, ka uz konferenci dosies:

a) divi zéni,
b) divas meitenes,

C) zéns un meitene?

MATEMATIKA 11. klase

1. Trauka ir 5 baltas bumbinas un 7 melnas
bumbinas. Méginajums ir 3 bumbinu
izvilkSana, pienemot, ka izvilkt jebkuru no
bumbinam ir vienadi iespéjams notikums.
Aprékini varbutibu notikumam “Janis izvélejas
vismaz 1 baltu bumbinu”!

2.Trauka ir Cetras vienada izméra bumbinas. Uz
vienas no bumbinam ir burts “a’, uz otras -
burts “0", uz tresas — burts “I", uz ceturtas —
burts “k”. Aprékini, kada ir varbutiba, ka, vienu
péc otras no groza iznemot Cetras bumbinas,

veidosies vards “kola’, izmantojot:
a) kombinatorikas zinasanas,

b) notikumu neatkaribu!

3. Apskatam méginajumu “vienlaicigi met Cetras
vienadas monétas”. Sastadi dota méginajuma
iznakumu kopu, pienemot, ka monéta var
nokrist vai nu ar monétu uz augsu, vai ar
gerboni uz augsu! Izsaki prognozi par to, kurs
no iznakumu kopas elementiem realizésies
ar vislielako varbatibu un kurs$ ar vismazako
varbatibu!

Parbaudi savu prognozi, izmantojot
datorsimulaciju! Pamato teorétiski ar
datorsimulaciju (M_11_UP_03_VM4)
iegltos datus!
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Sasniedzamais rezultats ‘ |

Izsaka un pamato
viedokli par varbutibu
teorijas pielietojamibas
iespéjam ikdiena.

Aptaujajot klases meitenes, tika noskaidrots, ka
meitenes ar gariem matiem ir labakas peldétajas
neka meitenes ar isiem matiem. Vai var drosi
apgalvot, ka no skolas uz labu laimi izvéléta
meitene ar gariem matiem bas laba peldétaja?

Nosauc paradibas vai lietas apkartéja dzivé,
kuras realizéjas ar kaut kadu varbutibu! Izsaki
savus apsvérumus, kuros gadijumos ir zinama
varbutibas skaitliska vértiba vai pastav iespéja to
noskaidrot!

Kuros no dotajiem apgalvojumiem varbutibas
jédziens ir lietots korekti no matematikas viedokla?

a) Varbditiba, ka jaunas gimenes pirmdzimtais
bas zéns ir 0,5.

b) Varbutiba, ka masu futbolisti iek|ds
pasaules ¢empionata finala ir 1 pret 100.

) Ta ka varbutiba ar diviem spélu kauliniem
uzmest divus sesniekus ir 3l6' tad divus
seSniekus iegusim tikai viena gadijuma no 36.

d) Varbatiba, ka rit Iis lietus, ir tuvu 0.

e) Ciest autokatastrofa ir daudz lielaka
varbutiba, neka ciest aviokatastrofa.

Izprot varbitibu teorijas
lietojumu fizika, spélu
teorija, apdrosinasanas
praksé, genétika u.c.

Nosauc nozares, kuras izmanto varbutibu
teorijas jédzienus! Apraksti procesu vai
paradibu, kas raksturo $o nozari un kuras
realizésanas ir varbatiska!

1."Latvijas Loto” organizé loteriju “5 no 35" kura
jaizvélas 5 skaitli no dotajiem 35 skaitliem,
un spéli KENO, kura jaizvélas 20 skaitli no 62.
Kura no spélém ir lielaka iespéja uzminét visus
skaitlus!

2. Auglu musina ir aptuveni piecas reizes
mazaka neka majas musa. Vina ir |oti iecienits
genétisko pétijumu objekts tadél, ka vinai ir
daudz labi atskiramu un nosakamu mutanto
pazimju. So pazimju apziméjumi ir: G - gari
sparni, g —isi sparni, P — peléks kermenis, p -
melns kermenis (G, P - dominantas pazimes,
g, p - recesivas pazimes). Ta ka visas pazimes
iedzimst neatkarigi cita no citas, ir iespéjams
izmantot varbatibu aprékinasanas likumus:

varbutiba, ka bus gari sparni, ir %;
varbutiba, ka bis isi sparni, ir V4;
varbutiba, ka bus peléks kermenis, ir 3%;
varbitiba, ka bas melns kermenis, ir V4.

Aprékini varbatibu, ka auglu musinai bus:

a) gari sparni un peléks kermenis;
b) gari sparni un melns kermenis;
¢) isi sparni un peléks kermenis;

d) 1si sparni un melns kermenis!

—_

. Francija 17. gadsimta bija iecienitas azarta
spéles. Liels azarta spélu cienitajs bija
franclzis de Meré (1607 — 1684), kura draugs
bija ievérojamais matematikis B. Paskals
(1623 - 1662). Spéléjot de Meré ievéroja
likumsakaribas, kuras ne vienmér varéja
izskaidrot. Sados gadijumos vins griezas pie B.
Paskala. Lak, divi de Meré uzdevumi:

Vai varbitiba, ka metot spélu kaulinu cetras

reizes, uzkritis vismaz viens sesnieks, ir lielaka

1
ar =?
pars

N reizes vienlaicigi tiek mesti divi spélu kaulini.
Vai gadijuma, ja n=24 varbutiba vismaz vienu

.. . - TR 1
reizi uzmest divus sesniekus, ir lielaka par E?

2. Dota datorsimulacija - spéle “Laimes
piramida” (M_11_UP_05_VM1). Izvéloties
atbilstoSu méginajumu skaitu un veicot tos,
izsaki pienémumu par to, kura no lauciniem
piramidas pamata bumbina nonak biezak!
Pamato ar datorsimulaciju iegutos datus,
izmantojot zinasanas varbutibu teorijal




SKOLENA DARBA LAPA M_11_SP_05_P1

Vards uzvards klase datums
DIOFANTA ADATAS

1. uzdevums
Atver datorsimulaciju, un iepazisties ar komentariem!

a) Ratota kvadrata laukums ir viena vieniba.
DIOFANTA ADATAS

— Kvadrata iespéjams iezimét mérki kvadrata, rin-
H © A ka vai trijstira forma un mainit ta lielumu (poga
X2 merki palielina 2 reizes, poga 2 meérki

samazina 2 reizes).

Laukums

x2
$1=0

2
S$1 norada iezimétas figiiras — mérka laukuma
attiecibu pret visa kvadrata laukumu.

Adatas
b) Loga Adatas var izvéléties adatu skaitu. Péc
pogas SAKT nospiesanas kvadrata tiek mestas
adatas. Loga Trapits redzams mérki trapijuso
SAKT adatu skaits. Tiek aprékinata meérki trapijuso
DZEST adatu skaita attieciba pret visu izmesto adatu
skaitu — S2 (S2 ir ar statistisko metodi aprékinata
varbutiba, ka mesta adata trapis iezimétaja figi-
ra). Datorprogramma vél aprékina A = IS1-S2l.

DIOFANTA ADATAS

¢) Lai saktu jaunu méginajumu, janospiez poga
DZEST.

[ T
S
'Fl:- L SRSy

2.uzdevums

Veic 5 méginajumus, izvéloties adatu skaitu, mérka formu un lielumu! Méginajumu rezultatus ieraksti tabula! Sali-
dzini lielumus S1 un S2!

Izveléta mérka fign Meérki trapijus
Nt zveleta merka figuras Izmesto adatu skaits erKi trapl).uso adatu S1 S
forma skaits

1
2
3.
4
5

Secinajumi par lielumiem S1 un S2

25



SKOLENA DARBA LAPA M_11_LD_05_P1

Vards uzvards klase datums
IZLOZE

Situacijas apraksts

Vakarinu trauki ir janomazga kadam no abiem braliem. Tas, kur§ mazgas traukus, tiek noteikts ar izlozi. Reiz
lielais bralis ierosina viena ménesa laika katru vakaru veikt izlozi, izmantojot divus metamos kaulinus. Noteikumi ir
$adi - katru vakaru mazais bralis vienu reizi met divus kaulinus. Ja uz abiem kauliniem uzmesto punktu summa ir:

o 2;3;4;5;10; 11 vai 12, tad traukus mazga lielais bralis,

o 6;7;8vai9, tad traukus mazga mazais bralis.

Pétama probléma

Darba piederumi
2 metamie kaulini.

Datu registrésana un apstrade, hipotézes izvirzisana un pieradisana
1. Izpildi 30 metienus ar diviem metamajiem kauliniem un aizpildi 1. tabulu!
1. tabula

Metiens 1. 2. 3. 4, 5. 6. 7. 8. 9. 10.

Punktu
summa

Metiens 11. 12. 13. 14. 15. 16. 17. 18. 19. 20.

Punktu
summa

Metiens 21. 22. 23. 24, 25. 26. 27. 28. 29. 30.

Punktu
summa

2. Izsaki hipotézi par pétamas problémas atrisinajumu!

3. Apkopo rezultatus 2. tabula un iesniedz Sos datus skolotajam!
2. tabula

Metiens 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Punktu
summa

4. Ja nepiecie$ams, precizé vai korigé hipotézi péc iepaziSanas ar visu klases skolénu iegttajiem datiem!



SKOLENA DARBA LAPA M_11_LD_05_P1

5. Pieradi izvirzito hipotézi!

Rezultatu izvértésana un secinajumi



PIELIKUMS

M_11_LD_05_P2

2. tabula

Metiens

10

11

12

Punktu
summa

2. tabula

Metiens

10

11

12

Punktu
summa

2. tabula

Metiens

10

11

12

Punktu
summa

2. tabula

Metiens

10

11

12

Punktu
summa

2. tabula

Metiens

10

11

12

Punktu
summa
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